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RESUMO 
O trabalho apresenta uma anãlise de perturbação para a convec 
çaõ natural laminar junto a uma placa inclinada isotérmica, utilizando a 
solução clãssica da camada limite como aproximação de ordem zero. A anãli 
se ê estendida para perturbações atê segunda ordem, de tal forma que mai 
or numero de têrmos das equações de conservação são considerados e seus -
efeitos analisados separadamente. Tôdas as equacões de perturba-ção foram 
resolvidas numericamente para os números de Prandtl 0.733 e 0.03 e ângu-
los de inclinação 0,30,45 e 609. As distribuições das componentes do cam-
po de velocidade e o campo de temperatura foram comparados com os resulta 
dos experimentais existentes na literatura. Traçaram-se as curvas do nüme 
rode Nusselt em função do numero de Grashof e determinaram-se os números 
de Grashof limites para os quais as correçoes do fluxo térmico são iguais 
a 5%. 
i i i 
ABSTRACT 
The present work performs a perturbation analysis of laminar 
free convection about an inclined isothermal plate, using the c_lassical 
boundary layer solution as the zeroth-order perturbation. The analysis is 
extended to second-order perturbations and the effects of the additional 
terms considered in the conservation equations are investigated 
separately. The perturbation equations were solved 
Prandtl numbers 0.733 and 0.03 and inclination angles 
Velocity and temperature profiles are compared to 
numerically for 
of 0,30,45 and 609. 
the experimental 
results existing in the literature. Nusselt number versus Grashof number 
curves are plotted. Limiting Grashof numbers corresponding to heat flux 
corrections of 5 percent are presented. 
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1. 
INTRODUÇIIO 
O estudo da convecção natural junto a superficies de vãrias 
formas e sob diversas condições tem interessado a diversos pesquisadores 
na busca de soluções analiticas que mais se aproximem dos resultados exp~ 
rimentais encontrados na literatura. 
Os primeiros estudos analiticos a respeito do assunto utili-
zam as equações da camada limite laminar, as quais fornecem soluções as-
sintóticas das equações de Navier-Stokes, continuidade e enE!l'gia para o 
numero de Grashof tendendo ao infinito. 
A solução das equações da camada limite laminar para placa -
vertical isotérmica foi primeiramente determinada por E. Pohlhausen que 
a obteve por meio de uma transformação de similaridade que reduz o siste-
ma de equações de derivadas parciais a um sistema de derivadas totais. Es 
ta transformação de si mil ari d ade estã indicada por ECKERT -DRAKEl. Poste = 
riormente, 0STRACH2 analisou o problema supondo inicialmente a viscosida-
de e a condutividade térmica como funções só da temperatura e mostrou que 
realmente os têrmos de dissipação viscosa e trabalho de compressão podiam 
ser desprezados na equação da energia e que portanto a simultaneidade en-
tre as equações da quantidade de movimento e da energia era devida sõmen~ 
te ao têrmo de empuxo na equação da quantidade de movimento. Embora che-
gando ãs mesmas equações de Pohlhausen, Ostrach mostrou claramente o sig-
nificado de todos os parâmetros importantes e das hipóteses simplificado-
ras, contribuindo para um melhor entendimento dêste tipo de escoamento e 
das limitações da teoria. 
Os resultados obtidos pela integração das equações da camada 
limite eram satisfatórios apenas para altos números de Grashof. Os resul-
tados experimentais mostravam que para a faixa de números de Grashof pe-
quenos ou moderados era necessãrio introduzir-se novas técnicas de anãli-
se. 
O primeiro desenvolvimento analitico nesse sentido foi reali-
zado por YANG-JERGER3 que utilizaram um método de perturbação até primei-
ra ordem, onde a solução clãssica da camada limite era a aproximação de 
2. 
ordem zero. Entretanto,pelo mêtodo utilizado, as equações de quantidade de 
movimento e de energia na aproximação de primeira ordem são homogêneas. Se 
fossem introduzidas as condições físicas de contõrno usuais junto a placa 
e no escoamento livre, que tambêm são homogêneas, obter-se-ia apenas aso-
lução trivial. Esta dificuldade foi contornada pelos autores através a in-
trodução de uma condição de contõrno no escoamento livre proveniente does 
coamento potencial. Para tal foi considerado que o limite externo da cama-
da limite comportava-se como um plano sumidouro de potência proporcional ã 
componente de velocidade na direção normal a placa. Os resultados obtidos 
para o perfil de velocidade são melhores que o determinado pela solução -
clãssica, quando comparados com os resultados experimentais. Entretanto, o 
fluxo de calor encontrado é menor que o obtido pela solução clãssica, en-
quanto que os resultados experimentais mostram que o fluxo ê maior que o 
obtido pela solução clãssica. Os autores embora partindo das equações de 
conservação, sõ estabeleceram as equações de perturbação atê primeira or-
dem, com o que deixaram de considerar vãrios têrmos das equações, entre os 
quais o têrmo da condução longitudinal na equação da energia. Os autores 
sugerem que a discrepância observada no valor do fluxo de calor deveria 
ser proveniente do fato de se ter desprezado o efeito de condução junto a 
extremidade da placa. 
SURIANO-YANG-D0NLON4 utilizando uma anãlise de perturbação da 
equação da condução, onde a equação de Laplace da condução era a aproxima-
ção de ordem zero, estudaram o problema para números de Grashof extremame~ 
te pequenos, O <Gr< l. Para tal a anãlise foi estendida para perturbações 
atê segunda ordem, e os sistemas de equações foram resolvidos pelo método 
de relaxação. Os autores mostram que a componente de velocidade na direção 
normal a placa é considerãvelmente menor que a componente de velocidade na 
direção da placa, mas que não deve ser desprezada nessa região.Essa desi -
gualdade cresce com o aumento do número de Grashof atê atingir eventualmen 
te a ordem de grandeza de Gr-l/4 estabelecida pela solução clãssica. Os a~ 
tores estendem seus resultados para altos Grashof e indicam que a correção 
devida ao efeito de extremidade ê mais significativa que as obtidas por 
perturbação da solução clãssica dadas por Yang-Jerger, mostrando assim que 
3. 
o efeito da condução longitudinal embora seja de segunda ordem nao pode 
ser desprezado. 
Recentemente SPARROW-GUINLE5 analisaram o problema em placas 
verticais por meio de uma análise de perturbação da solução clássica, onde 
outros têrmos das equações de conservação foram considerados e seus efei-
tos analisados separadamente. Os resultados obtidos mostraram uma correção 
positiva para o fluxo de calor dado pela solução clássica e portanto sao 
melhores que os de Yang-Jerger. Pelo método utilizado os autores chegaram 
a equações de perturbação não homogêneas, que foram resolvidas sem a nece~ 
sidade de se introduzir qualquer modêlo para o escoamento potencial. Os au 
tores verificaram que as correções sôbre a solução clássica se tornavam -
maiores para números de Prandtl mais baixos. 
Para o caso de placas inclinadas, podem ser encontrados na li-
teratura alguns resultados experimentais e apenas uma análise teôrica. As 
dificuldades experimentais parecem decorrer da instabilidade do escoamento 
laminar devido ã inclinação da placa. As análises teôricas necessitam, co-
mo no caso de placas verticais, de têcnicas que permitam o estudo das equ~ 
ções de conservação com maior numero de têrmos. Observe-se que nêste caso 
temos que adicionar o têrmo de empuxo na direção normal a placa, e que se-
rã a excitação para a componente do gradiente de pressão naquela direção. 
O desenvolvimento do estudo da convecção natural em placas in-
clinadas isotérmicas inicia-se com o trabalho experimental de RICH6. Os r~ 
sultados experimentais foram obtidos por meio de um interferômetro Mach- -
Zehnder. O fluido ensaiado foi o ar e os dados obtidos na faixa de números 
de Grashof de 106 a 109 que corresponde ã região de transição. Os perfis -
de temperatura foram determinados para vários ãngulos de inclinação. O au-
tor indica que para superfícies moderadamente inclinadas, o numero de Nus-
selt podia ser calculado multiplicando-se o valor obtido para placa verti-
cal pelo coeficiente (cos $) 1/ 4 onde$ é o ângulo entre a direção da su-
perfície e a vertical. Esta correção também é indicada por KREITH7. 
Recentemente KIERKUS8 analisou o problema do ponto de vista 
teórico e também realizou os levantamentos experimentais para a determina-
ção do campo de temperatura e dos perfis de velocidade. 
4. 
A anãlise teõrica segue exatamente o mesmo procedimento de 
Yang-Jerger através de um método de perturbação da solução clãssica. O au-
tor considera também as perturbações até primeira ordem, com o que nao con 
sidera vãrios têrmos das equações de conservação, encontrando como Yang-
Jerger as mesmas dificuldades de interpretação dos resultados e jã citadas 
anteriormente. Anãlogamente ã referência 3, o autor introduz uma condição 
de contõrno no escoamento livre proveniente do escoamento potencial, que é 
tomado de modo que o limite externo da camada limite se comporte como um 
plano sumidouro de potência proporcional ã componente de velocidade na di-
reção normal ã placa. Os perfis de velocidade e temperatura foram medidos 
experimentalmente para ar, por meio de interferômetro Mach-Zehnder. 
YUNG-OETTING9 utilizando termopares determinaram experimental-
mente, para o ar, o campo de temperatura para a face inferior da placa. Os 
autores tomam para correção da solução clãssica o fator (l+cos 4> )/2 em lu-
gar do fator (cos 4>) 114 sugerido por Rich e Kreith. 
O presente trabalho segue o método apresentado por Sparrow-
Guinle que oferece a vantagem, com relação ao da referência 3, de introdu-
zir correções positivas para o número de Nusselt da solução clãssica, e 
portanto no sentido indicado pelos resultados experimentais. Por outro la-
do, os autores da referência 5, verificaram que as correções eram maiores 
para números de Prandtl mais baixos, e que êste comportamento era devido -
ao espessamento da camada limite. Estas constatações incentivaram a ap li-
cação do método para placas inclinadas onde o espessamento da camada limi-
te ê devido ã inclinação da placa. O mêtodo utilizado elimina a pressão 
das equações de quantidade de movimento por diferenciação e subtração. O 
parâmetro de perturbação tem inicialmente uma forma genêrica que é poste -
riormente determinada, de tal forma que torne possível o estabelecimento 
das equações diferenciais totais de perturbação. As equações de perturba-
ção foram estabelecidas até segunda ordem, ou seja, tomando-se três têrmos 
em tôdas as expansões em série das variãveis dependentes, de modo que gra~ 
de número de têrmos das equações de conservação foram considerados. As e-
quações diferenciais totais de perturbação foram resolvidas numêricamente 
para os números de Prandtl 0.733 e 0.03 e ângulos de 0,30,45 e 609.0s efei 
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tos de a p/ a y, a2 u/ a x2, a2 T / a x2 foram calculados separadamente a fim de 
determinar-se a predominância e influência de cada um na solução das equa-
ções de conservação. Os desvios entre a presente solução e a solução clás-
sica modificada pelo fator (cos ~) 1/ 4 foram calculados para vários números 
de Grashof. Determinaram-se os números de Grashof limites correspondentes 
a um desvio de 5% em relação a solução clássica modificada. Os perfis de 
velocidade e o campo de temperatura foram computados e comparados com os 
resultados experimentais. Levantou-se-a variação do numero de Nusselt lo-
cal contra o numero de Grashof local para os números de Prandtl 0.733 e 
0.03 considerando-se todos os ângulos de inclinação. A comparação entre a 
presente análise e os resultados experimentais para baixos números de 
Prandtl não pode ser realizada devido a inexistência de dados na literatu-
ra nessa faixa de números de Prandtl. 
6. 
ANÃLISE 
O estudo de convecção natural em regime permanente numa placa 
inclinada, semi-infinita, isotérmica pode ser convenientemente descrito p~ 
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As equações acima são estabelecidas para propriedades do flui-
do constantes, excepto para a densidade no têrmo da fôrça de empuxo causa-
dora do movimento. Dissipação viscosa e trabalho de compressão são despre-
zados. O têrmo a2v/ax 2 na equação (3) não influi nas equaçoes de.perturba-
ção até segunda ordem, como será indicado posteriormente. 
O sistema de coordenadas utilizado está indicado na Fig.l. A 
validade para ambos os casos apresentados, ou seja, Tw>Tm e Tw<Tm está cl~ 
ramente discutida na referência 2. Analisa-se apenas o caso em que a temp~ 
ratura da placa é maior que a do ambiente, sendo os resultados aplicáveis 
no caso contrário. 
As condições de contõrno do problema sao ~:~1 y=O 




Derivando-se a equação (2) em relação a y, a equação (3) em 
. 7 . 
. relação a x e subtraindo os resultados obtem-se a seguinte forma compacta 
das equaçoes (2) e (3) 
(6) 
O procedimento acima elimina a pressão das equações (2) e (3) 
obtendo-se uma única equação de quantidade de movimento de ordem mais al-
ta. Êste método foi utilizado por Sparrow-Guinle. 
A solução da equação (1) pode ser escrita em têrmos da função 
fluxo$ definida pelas relações 
u = ~ 
ay 
V = (7) 
Introduzindo a função fluxo$ nas equaçoes (6) e (4) tem-se 
(8) 
~~ - 21~ = a(a2e + a2e) 










Esta transformação ê semelhante a usada por Pohlhausen e indi-
cada por Eckert-Drake, ressalvado que no presente caso a função f da equa-
ção (10) possui duas variáveis adimensionais independentes, sendo na va-
riável usual de s-imilaridade e E; o parâmetro de perturbação. A variável E; 
tem inicialmente a forma arbitrária estabelecida na equação (11), sendo -
que as constantes A e n serão determinadas a posteriori de tal forma que 
torne possivel o estabelecimento das equações diferenciais totais de per -
turbação. 
A equação (10) com a mudança de variáveis indicada pela equa -
çao (11) fornece 
u = lí = 4vC2x112 ~ (12) 
ay an 
aij, -1/4 af af v = - - = vCx (-3f +n- - 4nt~) ( 13) 
ax an aE; 




ãii = ãii 
f = n = O n-- ( 14) 
e = e-+0 , 
Introduzindo a equação (10) com a mudança de variáveis indica-
da em (11) nas equações (8) e (9) e agrupando os termos com a mesma potên-
cia de x, verifica-se por inspeção que ê possivel uma solução de. similari-
9. 
dade, bastando tomar-se 
e portanto as constantes A e n estão determinadas. 
Introduzindo as expansoes 
(15) 
S(s,n) = e (n) + s81(n) + s282(n) + •.• o ( 16) 
e agrupando as parcelas com a mesma potência de s obtem-se as equações de 
perturbação 
Equação de ordem zero 
f'''' + 3f f''' - f'f'' + e• = o 
O 00 00 O 
e•• + 3Prf e• = O 
o o o 
Equação de ordem um 
fV" + 3f f'" + 2f'f" - f"f' + e' 
1 OJ Oi O 1 1 
e•• + 3Prf e' + 3Prf'e = O 
1 o 1 O 1 
Equação de ordem dois 
f""+3ff'" 
2 o 2 
+ 5f'f'' - f''f' - 3f'''f + e• 
0 2 o 2 o 2 2 
e' ' + 3Prf e' + 6Prf'e - 3Pre'f = G 
2 O 2 o 2 o 2 
onde F = função(f ,f' ,f'' ,f' ,f'' ,e ,e' ,n} 
000 11 00 
G = função(e',e'',n) 
o o 
A forma das funções F e G depende dos têrmos considerados nas 
equaçoes (2) e (3) ou (4), e que serão indicados adiante para 4 casos 
10. 
Observando que 
f II li + 3f f 111 - f lf 11 +e•= !_(f' 1 ' + 3f f' 1 - 2f 1 
2 
+80) 
o o o o o o dn o o o o 
f II li + 3f f' 11 + 2f 1f' 1 - f' 'f I +8 1 =!_(f 111 + 3f f" - f'f 1 +e) 1 o 1 o 1 o 1 1 dn 1 o 1 1 o l 
f li li + 3f f' 1 ' + 5f 1f 1 1 - f 1 1f 1 - 3f 1 1 1 f + e 1 = 
2 o 2 o 2 o 2 o 2 2 
!_(f 111 + 3f f" + 2f 1f' - 3f 11 f + e ) 
dn 2 o 2 o 2 o 2 2 
obtem-se 
Equação de ordem zero 
2 
f 11 ' + 3f f 11 - 2f 1 + e = o o o o o o 
e 11 + 3Prf e 1 = o o o o 
com as seguintes condições de contõrno 
( 17) 
( 18) 
A equação (17) com as condições de contõrno (18) representa a 
solução clássica da camada limite, e independe do ãngulo de inclinação •. 
Equação de ordem um 
f • " + 3f f 11 - f' f' + e 1 01 01 1 
00 12 
=f -ne' tq$dn n o -
4 ( 19) 
811 + 3Prf e•+ 3Prf'8 = O 
t o 1 o 1 
com as seguintes condições de contôrno 
f = o' f'->{) l fl o l 1 = 11 = o ;, 
1 
o J e ->o J e = 1 1 
Equação de ordem dois 
f''' + 3f f'' + 2f'f' - 3f''f + e = 111Fd11 2 02 02 o 2 2 
81 ' + 3Prf 81 + 6Prf'8 - 3Pr8'f = G 
2 02 02 º2 

















Note-se que as equações (17),(19) e (21) são simultâneas como 
ê característico dos problemas de convecção natural. Por outro lado a solu 
ção da equação (19) necessita da solução da equação (17), enquanto que a 
equaçao {21) necessita das soluções das equaçoes (17) e (19). 
A equação homogênea 
8'' + 3Prf 8' + 3Prf'8 = O 
1 o I o 1 
com as condições de contõrno 8 (O)= 8 (00 ) = O também homogêneas, tem ape-
1 1 
nas a solução trivial, ou seja, 8 = O. 
1 
Os sistemas de equações foram resolvidos numêricamente num com 
putador digital IBM 1130 para 4 casos, a saber: 
caso 1 - desprezando os têrmos a2u/ax 2 ,a 2r;ax 2 respectivamente nas e-
quações (2) e (4), a fim de verificar a influência do gradiente transver -
sal de pressão. Nêste caso determina-se para as funções F e G 
2 
F = 2f' f' ' + (-27f f' - 3f' ' + n ( f
0
' - 6f f" - 3e ) + 
1 11 00 o 00 O 
G1 = O 
12. 
{6f'f" - e') )/8 
o o o 
caso 2 - desprezando o têrmo a2 T /a x2 na equaçao ( 4) e o gradiente tran~ 
versal de pressão, ou seja, a equação (3), a fim de verificar a influência 
de a2 u;a.;. . Nêste caso determina-se para as funções F e G 
fF d n= {4f' 
2 o 
2 
- nf'' - n2(2f' o . o 
G = O 
2 
caso 3 ~ desprezando o têrmo õ2u/3x2 na equaçao (2) e a equaçao (3), a 
fim de verificar-se a influência de a2r;ax2 • Nêste caso determina-se para 
as funções F e G 




= -(5n8~ + n28~')/8 
caso 4 - considerando todos os têrmos presentes, a fim ,de determinar· a 
solução total do problema. Nêste caso determina-se para as funções F e G 
F4 = F1 + F2 + F3 
G4 = Gl + G2 + G3 
A solução dos sistemas de equações para os quatro casos foram 
encontradas numericamente para os números de Prandtl 0.733 e 0.03, para os 
ângulos de inclinação 0,30,45 e 60Q. 
Os perfis das componentes de velocidade são determinados a pa~ 
tir das equações (12) e (13) obtendo-se na forma adimensional 
-v .!:. {Gr /4x)-l/4 
V L 
(23) 







As equaçoes (23) são colocadas em função de GrL ex a fim de 
comparar-se os resultados da presente anãlise com os resultados experimen-
tais da referência 8. 
O perfil de temperatura ê determinado a partir da equaçao (16) 
8 = 8 + ~28 
o 2 
(25) 
. onde ~ ê dado em ( 24) . 
Para a anãlise dos resultados é muito importante determinar-se 
a quantidade de calor transferida por unidade de ãrea, o numero de Nusselt 
e as relações entre estas grandezas com as correspondentes da solução clãs 
sica modificada. ' 
A lei de Fourier fornece 
Tendo em vista as transformações indicadas em {11) vem 
Substituindo o valor de C e tendo em vista a equação (16) vem 






A solução clãssica das equaçoes da camada limite com a modifi-
caçao indicada por Rich fornece 
q = -K(T -T )(Gr /4) 114~' (O)(cos~) l/4 
o w 00 X X o 
Levando êsse valor em (26) vem 
e'(O) · 





Portanto, o desvio da presente solução em relação a solução -
clãssica modificada é dado por 
q - q e'(O) e'(O) 







Para o numero de Nusselt local tem-se 
e'(O) 
Nu = ___.q_x_" -(Gr /4) 1/ 4e 1 (0)(l + ; 2 )(cos$)l/4 
x K(T -T ) x O e' (O) · 
W m O 
Lembrando que s = (Grxcos~)-l/4 obtem-se a relação entre o nú-




-(Gr /4) 114e'(O)(l +(Gr COS$)-112 ))(cOS$)l/4 
X o X e'(O) 
o 
(29) 
r evidente que o desvio entre o número de Nusselt local calcu-
lado pela presente anãlise e o calculado pela solução clãssica modificada 
é dado pela equação (28). Convêm indicar que o número de Nusselt da solu -
ção clãssica modificada ê dado por 
Nu = -(Gr /4) 114e'(O)(cos$) 1/ 4 
X X o (30) 
15. 
RESULTADOS 
A integração das equações (17),(19) e (21) com as condições de 
contõrno (18),(20) e (22) foi executada numéricamente para os números de 
Prandtl 0.733 e 0.03 para os quatro casos jã mencionados. O métodp numéri-
co utilizado foi o Runge-Kutta de 4 têrmos. 
O procedimento utilizado para solução das equações de perturb~ 
ção, bem como o método iterativo necessãrio ã determinação dos valores de 
f''(O) e e'(O) em cada equação de perturbação estão indicados nos Apêndi-
ces A e B. 
Os valores iniciais das derivadas acima na equação de ordem 
zero, que independe do ãngulo de inclinação, estão indicados na Tabela 1 
Tabela 1 - valores iniciais de e• e f'' da equação de ordem zero 
e' (O) 
o f~'(O) -
Pr = 0.733 -0.50790 0.67418 
Pr = 0.03 -0.13464 0.93840 
Para a equação de ordem um obteve-se os valores indicados na 
Tabela 2. 
Tabela 2 - valor inicial de f'' da equação de ordem um 
f" (O) 
1 -
<f,=30 </>=45 </>=60 
Pr = 0.733 0.26357 0.45651 0.79071 
Pr = 0.03 1 . 53797 2.66385 4.61392 
Para <f,=0 a ·equação (19) é líomogênea com condições de contõrno 
homogêneas e portanto sõ apresenta solução trivial. Os casos 2 e 3 despre-
zam a equação de quantidade de movimento na direção y tornando homogênea a 
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equação (19) e anãlogamente sõ possui solução trivial. O caso 4 sendo com-
binação linear dos casos 1 ,2 e 3, dado que as equações de perturbação de 
ordem um e dois são lineares, torna-se idêntico ao caso l para a equação 
de perturbação de primeira ordem. Portanto os valores apresentados na Ta 
bela 2 são válidos para os casos 1 e 4, enquanto que os casos 2 e 3 tem so 
lução trivial. 
Para a equação de ordem dois obteve-se os valores indicados -
nas Tabelas 3 e 4 
Tabela 3 - valor inicial de f'' da equação de ordem dois 
f"(O) 
q,=0 i q,=30 <f,=45 q,=60 -
caso 1 Pr = 0.733 0.29723 0.29776 0.29882 0.30200 
Pr = 0.03 18.13027 18.99829 20.73433 25.94242 
caso 2 Pr = 0.733 -0.05718 -0.05718 -O. 05718 -0.05718 
Pr = 0.03 -0.32887 -0.32887 -0.32887 -0.32887 
caso 3 1 Pr = 0.733 1 0.13009 0.13009 0.13009 0.13009 -
Pr = 0.03 6.75886 6.75886 6.75886 6.75886 
caso 4 Pr = 0.733 0.37014 ' 
0.37067 0.37173 0.37491 
Pr = 0.03 24.56026 25.42828 27 .16432 32.37242 
Nas Tabelas 3 e 4 os valores dos casos 2 e 3 independem do ân-
gulo de inclinação, como jã foi citado anteriormente. 
Com os resultados obtidos constroem-se as· Tabelas 5,6,7 e 8 -
que fornecem os desvios entre a presente solução (caso 4) e a solução clã~ 
sica modificada em função do número de Grashof local, conforme estabeleci-
do na equação (28) 
-1/28'{0) 
D= {Gr COS</>) 
X e'(O) 
o 
Constroi-se ainda a Tabela 9 que fornece os valores limites do 
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numero de Grashof correspondentes a um desvio de 5% em relação a solução 
clássica modificada. 
Tabela 4 - valor inicial de e' na equação de ordem dois 
e' ( O) 
1---~-----~~2.__-~~+-----~-+ 
•=O •=30 •=45 •=60 1 
caso 1 Pr = 0.733 -0.04159 -0.05610 -0.08513 -0.17221 1 1-------+-------t---~------ ---------+------; 
Pr = 0.03 -0.22489 -0.29164 -0.42513 -0.82560 \ 
' 
caso 2 Pr = 0.733 i 0.04594 0.04594 0.04594 0.04594 J 
~==:t=P=r===0=·=º3=:::l==O=. 0=0=52=3=!::=0=. 0=0=52=3=!::J =º=· 0=0=52=3=:J==º=· 0=0=52=3=1 
caso 3 Pr = O. 733 ! -O. 23573 _ -O .~3573 -O. 23573 -O. 23573 ' 
1 Pr = 0.03 -0.76850 -0.76850 -0.76850 -0.76850 '-----+ r---~-~r--------~1------------ -----------!-------+-------+ 
caso 4 Pr = 0.733 , -0.23137 
Pr = 0.03 -0.98815 
Tabela 5 - desvios para •=O 
-
D 
Grx Pr=O. 733 1-
_l 
Pr=0.03 
10 0.144 i 2.320 
102 0.045 1 0.734 
103 1 0.232 0.014 1 
1 
104 0.004 ! 0.073 ' 
l 10s · 0.001 
1 
0.023 























-0.24589 -0.27491 -0.36200 
-1.05490 -1.18839 -1.58886 




r Pr=0.733 Pr=0.03 
X 
o o. 164 2.660 






04 0.005 0.084 1 
os 0.001 ~~26 _J -----
Tabela 8-desvios para •=60 
D 
-------
Grx Pr=0.733 Pr=0.03 
1 10 0.318 5.280 
1 
102 0.101 1.670 
1 103 0.031 0.528 
104 0.010 O. 167 
105 0.003 0.052 
Tabela 9 - valores limites do numero de Grashof correspondentes 
a um desvio de 5% (caso 4) 




•=O i 83.0 2.lxl04 
!----·-·+------ -----
•=30 i 108.2 2.8xlQ4 






As Figuras 2,3 e 4 mostram os perfis das componentes de veloc! 
dade calculados por meio da equação (23), bem como os resultados experime~ 
tais e teõrico de Kierkus. Os perfis foram calculados para Pr=0.733, angu-
los de 0,30 e 45ºtomando x=l/24 e (GrL)-1/ 4=0.01235 que é a condição esta-
belecida nos resultados de Kierkus. 
A Figura 5 mostra o perfil de temperatura calculado por meio 
da equação (25) para Prandtl 0.733 e ângulo de inclinação de 45Q nas mes-
mas condições estabelecidas acima. Indicam-se ainda os resultados experi-
mentais e teõrico da referência 8. 
Na Figura 6 estão indicados os perfis de temperatura para o n~ 
mero de Prandtl 0.03 e ângulos de 0,30,45 e 60Q calculados nas condições -
anteriormente descritas. As curvas correspondentes para Pr=0.733 embora 
fossem calculadas, não foram plotadas por serem muito prõximas para todos 
os ângulos de inclinação, e que jã estã indicada na Figura 5 para o ângulo 
de 45Q 
As Figuras 7 e 8 são traçadas respectivamente para Prandtl 
0.733 e 0.03 e mostram a relação entre o número de Nusselt local e o núme-
ro de Grashof local para os ângulos de 0,30,45 e 60Q. Para o número de 
Prandtl 0.03 não foram traçadas as curvas para ângulos de 30 e 45Q por mo-
tivo de clareza da Figura 8. 
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FIG. 2 - PERFIS ADIMENSIONAIS DAS COMPONENTES DE VELOCIDADE PARA 
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27. 
DISCUSS~O 
A anãlise dos perfis de velocidade das Figuras 2,3 e 4 mostra 
que os resultados obtidos na presente anãlise diferem dos dados experimen-
tais, sendo que a diferença diminue a medida que se aproxima da placa, e 
que junto ã mesma os resultados obtidos mostram uma boa correlação com os 
dados experimentais. O fato estã ligado ã condição de contôrno no escoame~ 
to livre. O presente trabalho assume anãlogamente ã solução de camada limf 
te que u-+O quando n...,,, enquanto que os resultados experimentais mostram -
que mesmo quando a temperatura do fluido dentro da camada limite prãtica-
mente atinge a temperatura do meio ambiente (e:O), a velocidade ainda é di 
ferente de zero. Esta velocidade em n...,, é decorrente do processo de bombea 
mento do fluido para dentro da camada limite. Os resultados obtidos por 
Kierkus apresentam uma melhor correlação com os dados experimentais pelo 
mesmo ter introduzido uma condição de contôrno não homogênea para n->"", ca! 
culada a partir do escoamento potencial. 
A anãlise da Figura 5 mostra que o fluxo de calor calculado p~ 
la presente anãlise é melhor que o determinado por Kierkus, quando compar~ 
dos com os resultados experimentais. Yang-Jerger jã haviam observado que a 
anãlise de perturbação da solução clãssica até primeira ordem mostrava uma 
discrepância no comportamento do número de Nusselt. Verificou-se que os r~ 
sultados obtidos por essa anãlise forneciam uma correção negativa para o 
número de Nusselt obtido pela solução clássica, enquanto que os resultados 
experimentais mostravam que o número de Nusselt era maior que o obtido pe-
la solução clássica. A discrepância observada na anãlise de Yang-Jerger se 
apresenta também na anâlise de Kierkus, como se pode observar na Figura 5, 
na qual se nota que os gradientes 9e temperatura obtidos por Kierkus sao 
menores que os da solução clássica, e portanto no sentido contrãrio ao in-
dicado pelos resultados experimentais. A presente anãlise obteve gradien-
tes de temperatura maiores que o da solução clãssica e portanto os result~ 
dos obtidos para o fluxo de calor são melhores que os de Kierkus. O fato -
estã ligado ã extensão da anãlise de perturbação. Kierkus estende sua ana-
lise até pr~meira ordem, com o que deixa de considerar vãrios têrmos das 
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equações de conservação, entre os quais o tênno da condução longitudinal -
na equação da energia. fste tênno é muito importante para os cálculos de 
transmissão de calor, como se pode observar na Tabela 4. A presente análi-
se estende as perturbações até segunda ordem e assim inclui maior número -
de têrmos das equações de conservação, obtendo correções positivas para a 
solução clássica modificada e portanto resultados mais próximos aos obti-
dos experimentalmente. A comparação entre os números de Nusselt calculados 
pela presente análise, pela anãlise de Kierkus e os resultados esperimen-
tais não é indicada pois os resultados apresentados na Figura 9 da refe-
rência 8 não estão coerentes com os gradientes de temperatura apresenta-
dos na sua Figura 8. 
A anãlise da Tabela 4 mostra que o efeito de a2u/ax2 é pouco 
sensivel e independente do ângulo de inclinação confonne citado anterior-
mente. A correção introduzida por êste têrmo é negativa visto que o ciza-
lhamento longitudinal dissipa energia cinêtica e reduz a troca de calor. A 
mesma tabela indica ainda que a condução longitudinal independe do ângulo 
de inclinação e fornece sensiveis correções positivas sóbre a solução clãs 
sica modificada. Finalmente o gradiente transversal de pressão introduz 
também correções positivas que aumentam quando se inclina a placa, devido 
ao maior bombeamento de fluido para a camada limite e consequente aumento 
da troca de calor. Para o número de Prandtl 0.03 e ângulo de 60Q a corre -
ção introduzida pelo gradiente transversal de pressão supera â fornecida -
pela condução longitudinal. 
As correções sóbre a solução clássica modificada obtidas pelo 
presente trabalho são pequenas para o número de Prandtl 0.733, mas as Tab~ 
las 5,6,7,8 e 9 mostram que as mesmas se tornam sensiveis quando se dimi-
nue o número de Prandtl e/ou se aumenta o ângulo de inclinação, pois em a~ 
bos os casos o espessamento da camada limite faz com que as hipóteses de -
Prandtl se tornem menos precisas para o tratamento do problema. A análise 
das mesmas tabelas mostra ainda que os desvios diminuem a medida que o nú-
mero de Grashof aumenta, o que era esperado visto que as equações de cama-
da limite representam as soluções assintóticas das equações de conservação 
para o número de Grashof tendendo ao infinito. 
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A anãlise das Figuras 7 e 8 que mostram a relação entre o nume 
rode Nusselt local e o numero de Grashof local permitem a discussão de v~ 
rios aspectos do presente trabalho. Como jã foi indicado, as correções sô-
bre a solução clãssica modificada se tornam maiores a medida que se dimi-
nui o numero de Grashof, e portanto o comportamento do numero de Nusselt 
nessa faixa deve ser semelhante ao indicado pela solução clãssica modific~ 
da. A anãlise da equação (30) mostra que para um mesmo numero de Grashof o 
numero de Nusselt diminui com o aumento do ângulo de inclinação. tste com-
portamento também é observado na presente anãlise como se pode verificar 
nas Figuras 7 e 8 para numeros de Grashof suficientemente, altos. Entreta~ 
to, para numeros de Grashof pequenos verifica-se que o numero de Nusselt 
se torna maior quando se aumenta o ângulo de inclinação, e portanto no 
sentido inverso ao indicado pela solução clãssica modificada. tste compor-
tamento mostra que as correções introduzidas superam o efeito do fator 
(cos$) 1/ 4. Conforme foi visto na discussão da Tabela 4 os efeitos de 
a2u/ãx2 e ã2T/ãx2 embora introduzam correções sôbre a solução clãssica mo-
dificada, independem do ângulo de inclinação e portanto não influem no sen 
tido indicado por (cos$)114 . A correção introduzida pelo presente método= 
varia com a inclinação da placa e com o valor do numero de Grashof confor-
me estâ estabelecido na equação (28). Na discussão da Tabela 4 indicou-se 
que a variação de a'(O) era devida sõmente ao efeito de ap;ay. Portanto -
quando se inclina a
2
placa a parcela e;(O)(cos$)-l/2 se torna maior. Por o~ 
tro lado a correção aumenta para numeros de Grashof menores.Sendo assim os 
efeitos de inclinação e diminuição do número de Grashof agem no mesmo se~ 
tido e aumentam as correções ao ponto de inverter o sentido indicado pela 
solução clãssica modificada no cãlculo do número de Nusselt local. Ressa! 
ta-se finalmente que a relação entre o número de Nusselt local e o número 
de Grashof local deve ser descrita segundo uma curva e não segundo uma re-
ta como estabelece a solução clãssica modificada. Esta constatação jã ha-
via sido enunciada por Rich. 
A extensão da presente anãlise para a face inferior da placa 
levaria ã obtenção dos mesmos números de Nusselt calculados para a faces~ 
perior. De fato, a equação (19) revela que para a face inferior a excita-
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ção da equação de quantidade de movimento de primeira ordem muda de sinal, 
com consequente alteração nos sinais de f 
1 
e suas derivadas. Entretanto, a 
influência dos resultados de primeira ordem se faz sentir apenas no cálcu-
lo de F 1 no qual aparecem na forma 2f~f~'. Os resultados de Yung-Oetting e 
Kierkus conduzem ã mesma conclusão, indicando assim que dentro dos limites 
de suas análises o perfil de temperatura ê idêntico nas faces superior e 
inferior da placa. Por outro lado, a equação (15) levada nas equações (12) 
e (13) mostra que a velocidade na face inferior ê diferente da velocidade 
na face superior, fato constatado experimentalmente pela referência 8. A 
extensão da presente anãlise atê terceira ordem revela que os campos de -
temperatura nas faces superior e inferior são desiguais, podendo-se assim 
concluir que o numero de Nusselt da face superior ê diferente do numero de 
Nusselt da face inferior, e que esta diferença ê pequena (terceira ordem). 
31. 
CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
O presente trabalho analisa a convecção natural laminar junto 
a uma placa inclinada isotérmica, por meio de um método de perturbação da 
solução clâssica até segunda ordem, de modo que maior numero de térmos das 
equações de conservação foram considerados e os efeitos de ap/ay, aZu/axz, 
a2T/ax2 analisados separadamente e conjuntamente. Dos resultados obtidos -
para o fluxo de calor pode-se concluir que os têrmos ap/ay e aZT/axz forn~ 
cem correções positivas para a solução clâssica modificada enquanto que o 
têrmo a2 u/ax2 , de influência bem reduzida fornece correções negativas. O 
efeito do gradiente transversal de pressão cresce com o aumento do ângulo 
de inclinação e/ou a diminuição do numero de Prandtl, sendo que para o nu-
mero de Prandtl 0.03 e ângulo de inclinação 609 êle se torna mais influen-
te que a condução longitudinal. Os efeitos de a2u/axz e a2T/ax2 independem 
do ângulo de inclinação. As correções obtidas foram sensíveis para o nume-
ro de Prandtl 0.03 e menores para o numero de Prandtl 0.733. Para numeros 
de Grashof suficientemente pequenos o numero de Nusselt se torna maior pa-
ra ângulos de inclinação maiores, sendo que o numero de Grashof limite pa-
ra êste comportamento é maior para o nmero de Prandtl mais baixo. As corr~ 
ções obtidas para o numero de Prandtl 0.03 não puderam ser confrontadas 
co~ resultados experimentais que infelizmente não existem na literatura. 
Sugere-se·que o problema seja desenvolvido· através uma anâlise 
que permita o estudo das equações de conservação com maior numero de têr-
mos e que leve em consideração os efeitos da velocidade induzida junto ao 
contôrno da camada limite. O estudo do fluxo térmico na face inferior da -
placa mereceria uma anâl ise mais , espécifii:·a. Resultados experimentais na 
faixa de numeros de Prandtl baixos seriam também de grande valia para o de 


















função adimensional introduzida na equaçao (10) 
aceleração da gravidade 
número de Grashof 
numero de Grashof local 
comprimento de placa 
número de Nusselt local 
pressão estática 
número de Prandtl 
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fluxo de calor por unidade de área 
temperatura 
componente da velocidade na direção x 
componente da velocidade na direção y 
coordenada na direção da placa 









difusividade têrmica do fluido (m2/s) 
coeficiente de expansão têrmica do fluidos=(..:_~) (QK-1) 
p aT p 
variável adimensional independente definida em (11) 
condutividade têrmi ca do f1 ui do (W/mQK) 
temperatura adimensional e= T-J;., 
T w-T oo 
V 
Subscritos 
viscosidade cinemãtica do fluido 
densidade do fluido 
ângulo de inclinação da placa 
função fluxo definida pela equação (7) 
parâmetro adimensional de perturbação 
oo condições ambientes 
w condições da placa 
0,1,2 ordens de perturbação 
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35. 
APtNDICE A 
SOLUÇÃO DAS EQUAÇOES DE PERTURBAÇÃO 
Inicialmente integra-se a equação de ordem zero 
2 f' t 1 + 3f f'' - 2f' + e = o 
o o o o o 
e,' + 3Prf e' = o 
(17) 
o o o 
com as condições de contõrno 
f = o f '-+O 
o o 
f' = o 
o 
Tj = o n- ( 18) 
e = 1 e -+O 
o o 
Transforma-se as equaçoes (17) num sistema de cinco equações -
diferenciais de primeira ordem, tomando 
f = Yl 
o 
f' = dYl = Y2 
0 dn 
d2Yl dY2 f'' =--=-= 
o dn dn 
d3Yl d2Y2 
Y3 
dY3 f' 1 1 =--=--=-= 
o dn dn dn 
e = Y4 
o 
e' dY4 Y5 =-= 
o dn 
e,' d2Y4 dY5 -3PrY1Y5 =--=-= 
o dn dn 
-3Y1Y3 + 2{Y1)2 - Y4 
obtendo as cinco equaçoes diferenciais de primeira ordem 






















O mêtodo de Runge-Kutta exige que tôdas as condições de contê~ 
no sejam referidas ao mesmo ponto inicial de integração, que no presente -
caso ê n=O. A equação (18) fornece sõmente três condições em n=O, e porta~ 
to ê necessãrio determinar-se as outras duas condições de contôrno em n=O 
quais sejam f~'(O) e e~(O). Estas condições de contôrno devem ser determi-
nadas de forma que as condições em n-><» sejam satisfeitas. O mêtodo utiliz~ 
doê iterativo e estã indicado no Apêndice B. 
A seguir integra-se pelo mesmo processo a equaçao de perturba~ 
çao de ordem um 
f''' + 3f f'' - f'f' =! 12. n(tg~)e' dn 
1 OJ OJn4 O 
( 19) 
com as condições de contôrno 
f = o 1 
1 ? n = O 
f' = o J 
l 
f'..O} n-- (20) 
37. 
A integral do 29 membro da equação (19) depende sõmente da so-
lução da equação de ordem zero, e pode ser escrita como 
ro ./? 
J...l.. n(tg4>)6' n 4 o 
ro /? 
dn = f ...l.. n(ta4>)0' dn q ~ o 
4 
n ;;; 
f ...l.. n(tg4>)0' dn o 
4 
o 
A primeira parcela do 29 membro representa um valor constante 
para cada ângulo de inclinação, e-depende apenas da solução da equação de 
ordem zero. Êsse valor foi calculado incluindo na solução da equação de or 
dem zer 
Il = Y6 




= f ~ n(tg4>)0' dn e cujo valor em n=O ê Il~O. O valor em rr-ro foi o 
4 
o 
designado por XJ1IN. 
A solução da equação (19) necessita da solução da equaçao de 
ordem zero e portanto as eouações (17) e (19) são transformadas num siste-
ma de nove equações diferenciais de primeira ordem, ou seja, as seis jã in 
dicadas e mais três referentes a equação (19). Para tal toma-se 
f = Y7 
1 
f' dY7 Y8 = -= 
1 dn 
f'' d
2 Y7 dY8 Y9 =--=-= 





YB = dY9 = -3YlY9 + Y2Y8 + XJlIN - Y6 
dn dn dn 
38. 
obtendo-se as três seguintes equaçoes diferenciais de primeira ordem 





dY9 -3YlY9 + Y2Y8 + XJ1IN - Y6 
dn 
cuja integração fornece Y7,Y8,Y9 que correspondem a f
1 
,f;,f;' 
Novamente utiliza-se o método 
pois desconhece-se a condição de contõrno 
iterativo indicado no Apêndice B 
f' '(O). 
1 
Finalmente integra-se pelo mesmo processo a equação de pertur-
bação de ordem dois 
~ f' 11 + 3f f' + 2f'f' - 3f 1 1 f + 8 = ~ F(n)dn 
2 o 2 o 2 o 2 2 
( 21) 
8' 1 + 3Prf 8' + 6Prf'8 - 3Pr8'f = G( n) 
2 o 2 o 2 o 2 
com as seguintes condições de contõrno 
f = o f'->O 
2 2 
f' = o n = O n-><><> (22) 
2 
8 = o 8 ->{) 
2 2 
A integral do 29 membro da equaçao (21) depende sõmente das so 
luções das equações de ordem zero e de ordem um, e pode ser escrita como 
~ ~ n 
J F(n)dn = J F(n)dn - {, F( n)dn n o 
39. 
Anãlogamente ao que foi descrito para a integral da equação de 
ordem um, toma-se durante a solução da equação de ordem um 
I2 = YlO 
dYlO 
d 11 
F ( 11) 
onde I2 =J F(11)d11 e cujo valor em ,,=O é I2=0. O valor em 11- foi designa-
º do por XJ2IN. ' 
A solução da equação (21) necessita das soluções das equações 
(17) e (19) e portanto as equações (17),(19) e (21) são transformadas num 
sistema de quinze equações diferenciais de primeira ordem, ou seja, as dez 
jã indicadas e mais cinco referentes a equação (21). Para tal toma-se 
f = Yll 
2 
f' = dYll = Yl2 
2 dn 
d2Yll f 11 = dY12 = --= 
2 dTJ d Tj 
Yl3 
= d
2Yl2 = _dY_l_3 = -3VlY12 - 2Y2Yl2 + 3Y3Yll - Yl4 + XJ2IN -
e = Yl4 
2 
d 11 
e' = dY14 = Yl5 
2 dn 
e•' = d2Yl4 dY15 = --= 
2 dn dn 
dn 
-YlO 
-3PrY1Yl5 - 6PrY2Yl4 + 3PrY5Yll + G(n) 













-3YlY12 - 2Y2Yl2 + 3Y3Yll - Yl4 + XJ2IN -YlO 
Yl 5 
-3PrY1Yl5 - 6PrY2Yl4 + 3PrY5Yll + G(n) 
40. 
cuja integração fornece Yll ,Yl2,Yl3,Yl4,Yl5 que correspondem a f ,f',f' ', 
e , e ' . 
2 2 
2 2 2 
Novamente utiliza-se o metodo iterativo indicado no Apêndice B 
pois desconhece-se as condições de contõrno f' '(O) e e'(O) necessãrias a 
2 2 
integração pelo metodo de Runge-Kutta. 
41. 
APt'.NDICE B 
MtTODO ITERATIVO PARA DETERMINAÇ~O DAS CONDIÇÕES INICIAIS f''(O) e 0'(0} 
As equações de perturbação necessitam para sua solução pelo m~ 
todo de Runge-Kutta das condições de contôrno f''(O) e 81 (0). Conhece-se -
as condições de contôrno f'(oo)=8(oo)=O. 
As funções f' e 8 dependem dos valores iniciais de f'' e 8 .De 
nominando f' '(O}= a, 8'(0) = B, tem-se que 
f' = função(a,B} 
8 = função(a,S} 
Denomina-se ainda por (a.,à) os auto-valores corretos, ou se-o ·o 
ja, quando f"(O) = a e 81 (0) = s obtem-se f'(oo) = 8(00) = O. 
o o 





} e truncando as series apos o têrmo de primeira ordem vem 
. f' (a,B} = f' ( a +h, B +k) = f ' ( a , B } + 
o o o o 
( a-a ) af' (a, S) 
o ªª 
+ (B-B )af'(a,B} 
º as 
8(a,8} = 8(a +h,B +k) =8(a ,B) + (a-a )a 9 (a,B) + 
o o o o o... ªª 
(B-B )a8(a,S) 
0 as 
Para o caso presente tem-se que para n+00 
f' (a ,B ) = 8(a S ) = O 
o o o' o 
A fim de resolver o sistema acima toma-se 
af' M' --- af' M' -=- a0 ll8 -=- a0 l\8 -=-
ªª lia as llB lia as llB 
com o que obtem-se para n+w 
O" f'(<l,S) + 11f 
1 11f 1 ((l -(l)- + (B -e)-
o /1Cl o t,B 
o " e (<l,B) + (Cl -(l)~ + (s -s)~ 
o /1Cl 0 118 
Adota-se inicialmente"=", s =s e calcula-se 
f'(" ,S) = DANl 
1 1 
e (" ,S) = DAN2 
1 1 
1 1 
A seguir toma-se"=" +h, e= e e calcula-se 
1 1 
e (" +h,B ) = DAN4 
1 1 
Finalmente toma-se"=" B = S + k e calcula-se 
1 ' 1 
f' (\ ,B
1 
+k) = DAN5 
e (\ ,B 
1 
+k) = DAN6 
/1f 1 
-= 
Pode-se então detenninar 
DAN3 - DANl = AB 
h 
11f' DAN5 - DANl 
= AC -= 
k 
DAN4 - DAN2 ~ AD 
h 




Constroi-se então o sistema 
O= OANl +(a-a )AB + (B -B )AC 
o 1 o 1 
O= DAN2 +(a-a )AD+ (B -8 )AE 
o 1 o 1 
O sistema acima é resolvido para (a -a) e (8 -8 ), que com os 
o 1 o 1 
valores inicialmente adotados (a ,8) fornecem uma primeira aproximação pa 
1 1 -
ra a ,8 que se 
o o 
constituem nos valores iniciais para a nova iteração. 
A convergência dêste processo para as presentes equações de 
perturbação dã-se na terceira iteração. 
